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Transtormaciones para linealizar

modelos
Consideremos por ahora solo modelos con una

variable predictora.

El objetivo es tratar de transformar las variables
es aumentar la medida de ajuste R? del modelo,
sin incluir variables predictoras adicionales.

Se recomienda hacer un plot para observar el
tipo de tendencia.
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Transformaciones de la variable predictora y/o
respuesta para linealizar varios modelos.

Nombre del modelo Ecuacion del Modelo | Transformacion Modelo Linealizado
Exponencial V=qef® Z=Log¥ X=X Z=Logo +H
Logarittnico Y=o +hLog X =7 W=Log X V= o +{W
Dohlemente Logaritrico | ¥=oP F=Log¥ W=Log X 7= Log o +hW
o Potencia
Hiperhdlico Y=o+ Y=Y W=1/% Y=o +{W
Dohlemente Inverso Y= 1 +p) 2= K=K Z=o R
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* Los modelos exponencial y doblemente
logaritmico son validos bajo la suposicion de
que los errores son multiplicativos, esto se
debe cotejar haciendo analisis de residuales, si
los logaritmos de los errores tiene una media
de cero y varianza constante.

 Si los errores no son multiplicativos entonces
deberian aplicarse técnicas de regresion no
lineal.
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4.2 Transtormaciones de las variables
predictoras en regresion multiple

e Supongamos que uno tiene una variable de respuesta
Y y varias variables predictoras y desea hacer
transformaciones en las variables predictoras para
mejorar la medida de ajuste del modelo.

« Del plot matricial se extrae las relaciones de y con
cada una de las variables predictoras.

e Las transformaciones pueden ser
afectadas por la colinealidad existente
entre las variables predictoras.
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Modelo basado en series de taylor

En 1962, Box y Tidwell , propusieron un metodo para
transformar las variables predictoras, usando solamente
potencias de ellas. ellos consideraron el modelo:

y=p0,+ W +...0W +€e
donde: w; = x{'si o, 0y w=In(x)si «; =0
El desarrollo de la serie de Taylor se hace con respecto a
o= (ay,....a, ) y alrededor de a, = (a,4,...... o) = (L. 1)
L_uego se tiene

Yy = fo + PiX F et B X NI F YL, e Y T

Donde: »,=(«;-D8; Yy z, =x,Inx, paraJ=1,2... k.

Edgar Acuia Analisis de Regresion



Procedimiento para la estimacion de los o

1. Hacer la regresion lineal multiple considerando las
variables predictoras originales x; y denotar los
estimados de los coeficientes por b;.

2. Hacer una regresion lineal multiple de y versus las
variables predictoras originales mas las variables
x;In(x;) y denotar los estimados de los coeficientes

cfez por y

3. Estimar g, por g, = Vi +1
b

j
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Procedimiento para la estimacion de los o

El procedimiento se puede repetir varias veces usando
en cada etapa las nuevas variables transformadas y la
siguiente relacion de recurrencia:

7
&J(m+l) — ( J +1)&(m)
b(m) J

J
(m+1)

El proceso termina cuando |«; a{" |<TOL , donde
TOL es la tolerancia su valor es muy cercano a cero.

Sin embargo, muy a menudo un solo paso es suficiente.
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Técnica sugerida por Box and Tidwell
aplicado al conjunto de datos millaje

La regresion con las variables originales
MPG =192 - 0.0156 VOL + 0.392 HP - 1.29 SP - 1.86 WT

Predictor Coef SE Coef T P

Constant 192.44 23.53 8.18 0.000
VOL -0.01565 0.02283  -0.69 0.495
HP 0.39221 0.08141 4.82 0.000
SP -1.2948  0.2448 -5.29 0.000
WT -1.8598  0.2134 -8.72 0.000

R-Sq=87.3% R-Sg(adj) = 86.7%
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continuacion...

Creamos cuatro variables predictoras x,Inx;, X,Inx,, XsInx, y x,Inx,.
La regresion multiple con las 8 variables predictoras es

MPG =1048 - 1.00 VOL +5.47 HP-38.9SP -17.9 WT + 0.180 x1Inx1
- 0.801 x2Inx2 + 6.36 x3Inx3 + 3.33 x4Inx4

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 1048.2 268.4 3.91 0.000

VOL -1.0023  0.5916 -1.69 0.094
HP 5.468  1.849 2.96 0.004
SP -38.85 11.81 -3.29 0.002
WT -17.902  4.324 -4.14 0.000
x1Inx1 0.1803 0.1086 1.66 0.101
x2Inx2 -0.8006  0.2744 -2.92 0.005
x3Inx3 6.362 1971 3.23 0.002
x4Inx4 3.3263 0.8739 3.81 0.000

S=3247 R-Sq=90.5% R-Sq(adj) = 89.5%
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continuacion ...

Estimando o; segun el paso 3 se tiene
a,=0.1803/(-0.01565)+1=-10.52, o, =8006/0.39221)+1=-1.04,
a,=(6.362)/(-1.2948)+1=-3.91, «,=3.3263/(-1.8598)+1=-0.79.

Asi la regresion con las nuevas variables vol10-52 hp104 gp-33ly
wt 079 es:
MPG = - 2.298 + 1668 hpl +1.843E+18 -1.465E+08 spl + 332.9 wtl

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -2.298e+00 4.420e+00 -0.520 0.604656

spl -1.465e+08 4.698e+08 -0.312 0.755972
wtl 3.329e+02 9.382e+01 3.548 0.000665 ***
voll 1.843e+18 8.827e+17 2.088 0.040082 *
hpl 1.668e+03 8.078e+02 2.065 0.042325 *

Residual standard error: 3.095 on 77 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.909, Adjusted R-squared: 0.9043

Se puede repetir el proceso, eliminando VOL antes de aplicar el

metodo de Box and Tidwell _
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Transtformaciones para estabilizar la

varianza.
Transformacion Situacion
\E Var(e;) o E{w)
\"{; N m Varie;) o E(w)
Log(¥) Warie) oo (E{yi)
Log(y+1) Warie;) o (Ey))?
Ly Varl(e;) oo (E(y
Liy+1) Var(er) o (E(y) 4
Sinl(fy ) Var(es) o EG[ -]
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Justificacion de las transformaciones

Expandiendo en series de Taylor una funcion h(Y)
alredededor de x=E(Y) se obtiene:

n(Y) ~ h(u) + 0 ()Y = p) + 0" ()Y = )" 12

Tomando varianza a ambos lados y considerando
solamente la aproximacion lineal se obtiene:

Var(h(Y)) ~[h'(E(y))]*Var(Y)

Ejemplo: Si Var(Y)«<[E(y)]? hallar h(Y) tal que su
varianza sea constante:[h’(E(Y))]?~constante/[E(y)]?,
luego, h’(n)~1/u, de donde h(u)=log(p).
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Transformaciones para mejorar la
normalidad de la variable de respuesta

En 1964, Box y Cox introdujeron una transformacion de
la variable de respuesta (transformacion potencia) con el
objetivo de satisfacer la suposicion de normalidad del
modelo de regresion.

la transformacion esta definida por w=
si A=0 y w=In(y) si A=0.

y* -1
2

y -1

Notar que: |im =Iny

A—0
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Estimacion del parametro A

Se estima conjuntamente con los coeficientes del
modelo de regresion lineal multiple

usando el método de Maxima verosimilitud,

La transformacion estandarizada de los w’s se
define por ., _ W; donde y = (Hy )1/n

I o~ 11
es la media geom}étrlca de las y’s.
El metodo asume que para algun A las z;’s son normales e

independientes con varianza comin c?
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Funcion de verosimilitud en términos de las z;’s

La funcion de verosimilitud esta dada por :
—&iz(z—xrsr(z—xm

LA ==y

L_uego .

max[LnL (B, 1)] = —gln(Zn)—gln(&z)— o (z—XB)' (z—XB)

donde 52 =SSE/n=(z—-Xp) (z-Xp)/n
Asi
max[LnL (B, 1)] = —g In(277) —gln(&z) —g = —g In(G?)
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Procedimiento para estimar el parametro A

1. Seleccionar un conjunto de valores de A entre
-2y 2, usualmente entre 10 y 20 valores

2. Para cada valor de A, ajustar el modelo
z=Xp+e
3. Plotear max[Ln L(B,A)] versus A.

4. Escoger como parametro A aquel que otorgue
el mayor valor para max[Ln L(B,A)].
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Minimos cuadrados ponderados.

Es otra manera de tratar de remediar la falta de
homogeneidad de varianza de los errores.
suponiendo que los errores son todavia no
correlacionados.

Se minimiza 2. W (¥ = ¥))°, donde w; representa
=1
el peso asignado a la i-esima observacion.
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Como escoger los pesos?

Si en el plot de, residuales versus la variable predictora
se observa que la dispersion aumenta cuando X
aumenta seria conveniente usar W = 1

2
g;

Donde,Gi2 son las varianzas poblacionales de la'Y
(estimadas por s?) para cada observacion x; en caso de
regresion lineal simple, o para cada combinacion de las
variables predictoras en el caso de regresion lineal
multiple.

La idea de dar a las observaciones anomalas un menor peso.
Tambien se pueden calcular los pesos basado en los
diagnosticos de regresion.
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Consideremos el modelo de regresion lineal multiple
y=Xp+e

con Var(e)=Vo?, donde V es una matriz diagonal

k2 0 . . o]
0 ki . . 0
V=lo 0 ki . 0
... 0
0 0 0 0 k2
Sea W=(V12)-1 'luego Wy = WXp + We

Sea y*=Wy, e*=Wey X*=WX, luego y*=X*f3 + e*
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Algunas Propiedades

a varianza de los errores es constante.
Var(e*)=Var(We)=WVar(e)W=WVW’c*=Ic*

El estimador minimo cuadratico de 3 es
Br=(X*'X) ' X*Y*=(X'VIX)Ix'vly
Para el cual se tiene

E(B*)=Pp

Var(B*)= X'V X' X'V Var(Y)V'XX'V'X)" = X'V 'X) " 52
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Minimos Cuadrados generalizados

Considera la situacion mas general donde:
L_os errores no tienen varianza constante y ademas
son correlacionados.

Sea el modelo de regresion lineal maltiple

y=Xp+e

Supongamos que: Var(e)=Vo?
donde V es una matriz simeétrica y definida
positiva. Sea T una matriz nosingular y simétrica tal que
TT=T2=V , luego se tiene

T ly=TIXp+T le
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Minimos Cuadrados generalizados

Sea e*= T-le,

Var(e*)=Var(T-1le)=T-'Var(e)T-'=Ic2 entonces el
estimador minimo cuadratico de (3 se obtiene
minimizando

e*'e* = (Y — XB)'V 1 (Y — XPB)
luego
pPr=X'V'X)'X'V''Y
E(P*)=Pp

Var(B*)=x'v'X)" X'V Var(Y)V'XX'V'X)" = (X'V'X)'0?
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