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REGRESION LINEAL SIMPLE

 Regresion: conjunto de técnicas que son usadas
para establecer una relacion entre una variable
cuantitativa llamada variable dependiente y una o
mas variables independientes, llamadas predictoras.
Estas deben ser por lo general cuantitativas, sin
embargo usar predictoras que son cualitativas es
permisible. Cuando hay solo una predictora se llama
regresion simple.

« Modelo de regresion. Ecuacion que representa la
relacion entre las variables. Cuando el modelo es
lineal se llama regresion lineal

e Para estimar la ecuacion del modelo se debe tener
una muestra de entrenamiento.
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Ejemplo 1

NACION %INMUNIZACION TASA_mor

1 "Bolivia" 77 118
2 "Brazil" 69 65
3 "Cambodia" 32 184
4 "Canada" 85 8
5 "China" 94 43
6 "Czech_Republic" 99 12
7 "Egypt" 89 55
8 "Ethiopia" 13 208
9 "Finland" 95 7
10 "France" 95 9
11 "Greece" 54 9
12 "India" 89 124
13 "ltaly" 95 10
14 "Japan" 87 6
15 "Mexico" 91 33
16 "Poland" 98 16
17 "Russian_Federation" 73 32
18 "Senegal" 47 145
19 "Turkey" 76 87
20 "United_Kingdom" 90 9
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Relacion de |la tasa de mortalidad con el porcentaje de inmunizacion
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Ejemplo de unalinea de Regresion

Relacion de la tasa de mortalidad con el porcentaje de inmunizacion
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1.1.1Usos del analisis de regresion

a) Prediccion

b) Descripcion

c) Control

d) Seleccion de variables
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1.2 El modelo de Regresion Lineal simple
Y=a+ (X +¢

Considerando la muestra (X,Y;) parai=1,...n
Y. =a+ X 46

e Suposiciones del modelo:
La variable predictora X es no aleatoria

Los errores e, son variables aleatorias con media O y varianza
constante 2.

Los errores e y ej(i;tjzl...,n) son independientes entre si
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1.2.1Estimacion de la linea de regresion
usando Minimos Cuadrados

Se debe Minimizar

Q(O(,IB) = izleiz - g(yi_a_ﬁ)xi)z

Derivando parcialmente con respecto a a y  se obtiene un par de
ecuaciones normales para el modelo, cuya solucion produce

. nZX yl ZX Zyl . ~ S Xy

B = O equivalentemente [ = 5
an —(Zx) A
=y - pX
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1.2.2 Interpretacion de los coeficientes de
regresion estimados

La pendiente g indica el cambio promedio en la variable de
respuesta cuando la variable predictora aumenta en una unidad
adicional.

El intercepto « indica el valor promedio de la variable de
respuesta cuando la variable predictora vale 0. Sin embargo
carece de interpretacion practica si es irrazonable considerar
que el rango de valores de x incluye a cero.
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1.2.3 Propiedades de los estimadores minimos
cuadraticos de regresion

a) S esun estimador Insegado de [3. Es decir, E(,B )=p

b) &esun estimador insegado de o. Es decir, E( @)=a

] i 2
c) Lavarianza de S es ;’_ yla dea es
XX

o 2
62(£+ X
n  Sxx
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1.2.4 Distribucion de los estimadores minimos
cuadraticos

Para efecto de hacer inferencia en regresion, se requiere asumir
que los errores €; , se distribuyen en forma normal e
Independientemente con media 0 y varianza constante o’ En
consecuencia, también las Y;'s se distribuyen normalmente con
media @+ /X y varianza o
Se puede establecer que:
2 -
B~N(B,2-) a~ N(a,(1+x—2)02)
Syx n S

XX
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1.2.5 Propiedades de los residuales

Los residuales son las desviaciones de los valores
observados de la variables de respuesta con respecto
a la linea de regresion.

a) Lasuma de los residuales es 0. Es decir,Z_llfi =0

b) Zn:rixi =0
C) Z:,riyizo
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1.2.7 Descomposicion de la suma de
cuadrados total

La desviacion de un valor observado de la variable de
respuesta con respecto a su media se puede escribir
como:

i=-V=0;-y)+;-Y)

Z(yi - y)z = i(Yi - yi)z—l— i(?. _7)2
SST = SSE + SSR

Se puede deducir que

SSR = /S’Zi(xi —%)?
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Se puede demostrar que:

E(SSR=E(6°S,) =0’ +/°S,,

Las sumas de cuadrados son formas cuadraticas del vector aleatorio Y

y por lo tanto se distribuyen como una Ji-cuadrado.
Se pueden establecer los siguientes resultados:

) SST 2 (Ji-Cuadrado no central con n-1 g.1)
2~ X ()
O
SSE ove?
i) ——~ Xt  Equivalentemente (0.=2) 0 Yoy
o
SSR
1) o’ & (Ji-Cuadrado no central con 1 g.l)
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1.2.6 Estimacion de la varianza del error

« Un estimador insesgado de o“es:

i(Yi —§:)° iriz

5% =12 =
n—2 n—2

s* es tambien llamado el cuadrado medio del error
(MSE)
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1.2.8 El Coeficiente de Determinacion R’

Es una medida de la bondad de ajuste del modelo

vt - SR g

Un modelo de regresion con R’ mayor o igual a 75% se puede
considerar bastante aceptable.

2 .
Nota: El valor de R” es afectado por la presencia de valores
anormales.
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1.3 Inferencia en Regresion Lineal Simple

* Pruebas de hipotesis e intervalos de confianza acerca de los

coeficientes de regresion del modelo de regresion
poblacional.

 Intervalos de confianza para un valor predicho y para el valor
medio de la variable de respuesta
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1.3.1 Inferencia acerca de la pendiente V el
Intercepto usando la prueba t.

La pendiente de regresion se distribuye como una normal con

- . O
media B y varianza Sex

Un intervalo de confianza del 100(1-a)% para la pendiente
poblacional 3 es de la forma:

~

S ~ S
(B —t2uiy =—1 B+t 201 =)
(n-2, /2)@ (n-2, /2)@

Donde o representa el nivel de significacion.
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Intervalo de confianza para el intercepto o

Un intervalo de confianza del 100(1-a)% para el intercepto o de
la linea de regresion poblacional es de la forma:

i 1 X° _ 1 X°
(72 TRPPN H*‘ Sxx N P Y s ).
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Pruebas de hipotesis para la pendiente 3
(asumiendo que su valor es *)

Caso | Caso 1l Caso |11
Ho: B:B* Ho: B:B* Ho: B:ﬁ*
Ha: B<B* Ha: B=p* Ha: B>B*

Prueba Estadistica i

t—ﬂ_ﬂ*~t
B S (n-2)
A/ SXX

Regla de Decision
Rechazar Ho, Rechazar Ho Rechazar Ho
S tca<-t(at,n-2) SI |teal [>t(a/2,n-2)  sI tcar>t(ot,N-2)
*Un “P-value” cercano a cero sugiere rechazar la hipotesis nula.
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1.3.2 El analisis de varianza para regresion
lineal simple

El analisis de varianza para regresion consiste en descomponer
la variacion total de la variable de respuesta en varias partes
[lamadas fuentes de variacion.

La division de la suma de cuadrados por sus grados de libertad
es llamada cuadrado medio.

Asi se tienen tres cuadrados medios.

Cuadrado Medio de Regresion=MSR=SSR/1

Cuadrado Medio del Error= MSE=SSE/(n-2)

Cuadrado Medio del Total=MST=SST/(n-1)
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Tabla de Analisis de VVarianza

Fuente de Variacion g¢.l. Sumas de Cuadrados Cuadrados Medios F

Debido a

la Regresion 1 SSR MSR=SSR/1 MSR
Error n-2 SSE MSE=SSE/(n-2) MSE
Total n-1 SST

Se rechazaria la hipotesis nula Ho:p=0 si el “P-value” de la
prueba de F es menor de 0.05
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Intervalo de confianza para el valor medio de la
variable de respuesta e Intervalo de Prediccion

Queremos predecir el valor medio de las Y para un valor x, de
la variable predictora x.

E(Y/x=X,) =a+ /X,

El estimador natural es Y = oc+Bx Como las Y’s se distribuyen
normalmente, entonces también Y0 se distribuye normalmente con

media E(Y/X=xo)y varianza igual a:

Var(Y,) = o (— (%, S;;))
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Intervalo de confianza (cont)

Un intervalo de confianza del 100(1- %)% para el valor medio
de las y’s dado que x=xo es de la forma:

1 (X, —X)°
05"‘/)5(0 ) PP 2)3\/n Sxx

~

Trabajando con la diferencia Y, —-Y, setiene

E(Y, _Y’\o):O Var(Y, -Y,) =c?(l+= +(X =)
n Sxx

)

Luego el intervalo de prediccion para un valor individual de
Y dado x=Xo
1 (X, —-X%X)°

3+ OX. +t 14+ =
es de la forma &+ Py <“’2'”-2>S\/ -
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1.4 El Coeficiente de Correlacion

Mide el grado de asociacion lineal entre las variables Xy Y y se

define como: d Cov(X.Y)

0,0,

a) -1<p<1

b) La media condicional de Y dado X es E(Y/X)=a+ /X,

donde: p=,2r y ® = Hy ~ By

c) La varianza'condicional de las Y dado X, esta dado por
oyx =0, (1= p°)

Si ,_41 entonces ;2 _ (perfectarelacion lineal).
. y/x
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Coeficiente de correlacidon muestral

Considerando una muestra de n pares (X;Y;)

. SXy
\/ SXXSyy
Notar que:
n2
r:ﬁ% r2:ﬂSxx:SSR
Syy Syy  SST

El cuadrado del coeficiente de correlacion es igual al coeficiente
de determinacion.
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1.5 Analisis de residuales

Los residuales, son estimaciones de los errores del modelo y sirven
para establecer si las suposiciones del modelo se cumplen y para
explorar el porque de un mal ajuste del modelo. Podemos ver:

 Si ladistribucion de los errores es normal vy sin “outliers”.

* Sl la varianza de los errores es constante y si se requieren
transformaciones de las variables.

» Si la relacion entre las variables es efectivamente lineal o
presenta algun tipo de curvatura

* Si hay dependencia de los errores, especialmente en el caso de
que la variable predictora sea tiempo.
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Tipos de residuales

1) Residual Estandarizado, se divide el residual entre la
desviacidn estandar del error. Es decir,
Yi i yi
S

I1) Residual Estudentizado, se divide el residual entre su
desviacidn estandar estimada. Es decir,

Yi — Vi
1 (x,—X)?
S\/(l_ n - SxX )
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1.5.1 Cotejando normalidad de los erroresy
detectando outliers

LLa normalidad de los errores es un requisito indispensable para
que tengan validez las pruebas estadisticas de t y F que se usan en
regresion.

LLa manera mas facil es usando graficas tales como: histogramas,
“stem-and-leaf” o “Boxplots”.

El plot de Normalidad, plotea los residuales versus los scores
normales ( valores que se esperarian si existiera normalidad).
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1.5.2 Cotejando que la varianza sea constante

Se plotea los residuales estandarizados versus los valores
ajustados o versus la variable predictora X.

Si los puntos del plot caen en una franja horizontal alrededor de O
entonces la varianza es constante.

Si los puntos siguen algun patron entonces se dice que la
varianza no es constante.

Nota: Se debe tener cuidado con la presencia de outliers.
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1.5.3 Cotejando si los errores estan
correlacionados.

Cuando la variable predictora es tiempo, puede ocurrir gue
los errores esten correlacionados secuecialmente entre si.

Prueba de Durbin-Watson, mide el grado de correlacion de un error con el anterior y
el posterior a él.

Estadistico

Zn:(ei _ei—1)2
D - =2

e_2

n
i
i=1

D variaentre 0y 4.

Si D esta cerca de 0 los errores estan correlacionados positivamente.
Si D esta cerca de 4 entonces la correlacion es negativa.

La distribucion de D es simétrica con respecto a 2. Asi que un valor de
D cercano a 2 indica que no hay correlacion de los errores.
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